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“  ve  özelliklerini sağlayan bazı sabit nokta teoremleri” isimli bu tez çalışması beş 
bölümden oluşmaktadır. İlk üç bölüm bu konu ile ilgili yapılan çalışmaların bir 
kısmının derlemesinden oluşmaktadır. Dördüncü bölüm ise tezin orijinal kısmıdır. 
 
Birinci bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 
verildi. 
 
İkinci bölümde, metrik uzayda verilen bazı daralma dönüşümlerinin sabit noktasının 
varlığı ile  ve  özelliklerinin sağlandığı teoremler verildi. 
 
Üçüncü bölümde, konik metrik uzay tanıtıldı ve bu uzayda bazı sabit nokta 
teoremleri verildi.  
 
Dördüncü bölüm ise bu tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır. Konik metrik uzayda 
koninin normal veya normal olmama durumlarına göre verilen dönüşümler için sabit 
noktanın varlığı ve yine bu dönüşümler için  veya  özelliğinin sağlandığını 
gösteren teorem ve sonuçlar diğer bölümlerden elde edilen sonuçlar doğrultusunda 
çalışıldı. 
 





SOME FIXED POINT THEOREMS FOR MAPPINGS 






Key Words: Contractive mappings, Fixed point, Common fixed point,  property,  
property, Cone, Normal cone, Non-normal cone, Cone metric space 
 
This study which is entitled “ Some Fixed Point Theorems for  Mappings Satisfying 
 and  Properties” contains five chapters. The first three chapters are composed of 
a compilation of some studies on this subject. The fourth chapter contains original 
results which related to some fixed point theorems in cone metric spaces for 
mappings satisfying  and  properties. 
 
In the first chapter, some basic definitions and theorems which are used in the 
following chapters, are given. 
 
In the second chapter, some fixed point theorems on metric spaces are examined and 
the theorems which are related to  and  properties are given. 
 
In the third chapter, cone metric space is introduced and some fixed point theorems 
on these spaces are examined.  
 
In the fourth, we introduce some fixed point theorems satisfying  or  properties on 
cone metric spaces for normal and non-normal cone.   
  
The last chapter gives some  theorems and results which are obtained.  
BÖLÜM1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 
 
 
1.1. Temel Kavramlar 
 
Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan tanım ve teoremler verilecektir. 
 
Tanım 1.1.1.  boş olmayan bir küme ve bir  
 
  
      
 






şartları sağlanıyorsa,  ye  üzerinde bir metrik,  ile birlikte  e metrik uzay denir. 
 ya da  ile gösterilir (Kızmaz, 1993). 
 
Örnek 1.1.2.  için  şeklinde tanımlanan  
fonksiyonu  üzerinde bir metriktir. Bu metriğe  nin mutlak değer (alışılmış, 
doğal, salt değer) metriği denir (Musayev, 2000).   
 
Örnek 1.1.3.   kümesi verilsin.  fonksiyonu, her  için 
 ise  ve  ise  şeklinde tanımlansın. Bu takdirde 
fonksiyonu  üzerinde bir metriktir. Bu metriğe diskret (trivial) metrik denir 
(Maddox, 1970). 
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Tanım 1.1.4.  bir metrik uzay ve  bu uzayda bir dizi olsun. Her  




olacak şekilde bir  sayısı varsa,  dizisine Cauchy dizisi denir 
(Musayev, 2000). 
 
Örnek 1.1.5.  üzerinde mutlak değer metriği verilsin.  deki  dizisi 
 noktasına yakınsar. Dolayısıyla  bir Cauchy dizisidir (Maddox, 1970). 
 
Tanım 1.1.6.  bir metrik uzay olsun.  deki her  Cauchy dizisi bir 
limite sahip ise,  metrik uzayına tam metrik uzay denir (Musayev, 2000). 
 
Örnek 1.1.7.  kümesi  üzerindeki mutlak değer metriğine göre tamdır.  
kümesi  üzerindeki mutlak değer metriğine göre tamdır (Musayev, 2000). 
 
Örnek 1.1.8.  rasyonel sayılar kümesi  üzerindeki  metriğine 
göre tam değildir (Musayev, 2000). 
 
Tanım 1.1.9.  bir metrik uzay olsun.  deki her dizi yakınsak bir alt diziye 
sahipse  uzayına kompakt metrik uzay denir. 
 
Tanım 1.1.10.  boş olmayan bir küme ve ,  in alt kümelerinin bir ailesi olsun. 
Eğer, 
 
i)   dur. 
ii) ya ait sonlu sayıda kümenin kesişimi,  ya aittir. 
iii)  ya ait herhangi sayıda kümenin birleşimi,  ya aittir.  
 
şartları sağlanıyorsa  ya  için bir topoloji ve  ikilisine de bir topolojik uzay 
denir (Maddox, 1970). 
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Tanım 1.1.11.  herhangi bir küme ve her bir  için bir  kümesi var olsun.  
kümesini taradığında  lerin birleşimi ve arakesitleri sırasıyla  ve  ile 
gösterilir.  kümesine de damga (indis) kümesi denir (Kızmaz, 1993). 
 
Tanım 1.1.12.  bir topolojik uzay, bir damga kümesi  ve  için 
 açık olsun. Şayet  ise  ailesine  nın bir açık örtüsü denir 
(Kızmaz, 1993). 
 
Bir örtünün herhangi bir alt kümesi de bir örtü ise buna çoğunlukla alt örtü adı verilir 
(Kızmaz, 1993). 
 
Tanım 1.1.13.  bir topolojik uzay,  olsun.  nın her açık örtüsü sonlu bir 
alt örtüye sahipse  ya bir kompakt küme denir (Kızmaz, 1993). 
 
Tanım 1.1.14.  topolojik uzayında tanımlı her dizi bu uzayda yakınsak bir alt 
diziye sahipse, bu uzaya dizisel kompaktır denir (Musayev, 2000). 
 
Teorem 1.1.15. Bir metrik uzayda dizisel kompaktlık ile kompaktlık denktir 
(Musayev 2000). 
 
Tanım 1.1.16.  bir metrik uzay ve  olsun. kümesinin tüm açık alt 
kümelerinin birleşimine  nin içi denir ve  veya int S  ile gösterilir (Maddox, 
1970). 
 
Tanım 1.1.17.  bir metrik uzay ve  olsun. kümesinin tüm kapalı üst 
kümelerinin arakesitine  nin kapanışı denir ve  olarak gösterilir (Maddox, 1970). 
 
Tanım 1.1.18.  ve  iki metrik uzay, bir dönüşüm ve 
 olsun. Her bir  sayısı için, 
 
  olduğunda    
 





olacak şekilde bir sayısı varsa,  ye  noktasında süreklidir denir. ,  in her 
noktasında sürekli ise,  ye  de süreklidir denir (Bayraktar, 2000). 
 
Tanım 1.1.19.  topolojik uzaylar,  fonksiyonu verilsin.  uzayındaki 




ise  ye dizisel süreklidir denir (Maddox, 1970). 
  
Tanım 1.1.20. metrik uzayında bir dizi olsun. olmak üzere 
 ise  dizisi  e yakınsaktır denir.  
 
 veya  
 
 ile gösterilir (Maddox, 1970). 
 
Tanım 1.1.21.  bir topolojik uzay ve  ye bir fonksiyon olsun. Eğer her 
 için,  kümesi  de açık ise,  ye  üzerinde üstten yarı sürekli 
fonksiyon denir. Eğer –  fonksiyonu üstten yarı sürekli ise, bu durumda  ye 
alttan yarı sürekli fonksiyon denir (Maddox, 1970). 
 
Tanım 1.1.22. Tanım bölgesindeki her  elemanı için  
 
 olduğunda   
 
şartını sağlayan  fonksiyonuna artmayan (nonincreasing), 
 




şartını sağlayan  fonksiyonuna ise azalmayan (nondecreasing) fonksiyon denir. 
 
Teorem 1.1.23. (Ara Değer Teoremi) sürekli dönüşüm ve  
olsun. Bu durumda  şartını sağlayan her  reel sayısı için 
 olacak şekilde en az bir  sayısı vardır. 
 
Teorem 1.1.24.  de bir kapalı aralık ve  sürekli bir 
dönüşüm olsun. Bu durumda  olacak şekilde en az bir  sayısı 
vardır. 
 
İspat: Her  için,  olacak şekilde bir  
dönüşümü tanımlayalım. Bu durumda  sürekli bir dönüşümdür. Eğer  ise, 
 olur. Benzer şekilde  ise  olur. Ara değer teoremi 
gereğince  olacağından,  olacak şekilde  vardır. 
 
Tanım 1.1.25.  boş olmayan bir küme,  bir cisim olsun. 
 
                                             
                                                   
 
ikili işlemleri  ve  için 
  
1)    
2)    
3)     olacak şekilde bir  vardır. 
4)   için  olacak şekilde  vardır. 
5)   
6)   
7)  dir, 




şartlarını sağlıyorsa  üçlüsüne  cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) 
denir (Maddox, 1970). 
 
 ise  e reel lineer uzay,  ise  e kompleks lineer uzay adı verilir. 
 




ise  kümesine konvekstir denir (Musayev, 2000). 
 
Tanım 1.1.27.  cismi  veya  üzerinde bir lineer uzay olsun. 
 
  
         
 
dönüşümü  ve  için, 
 
(N1)  
(N2) =  
(N3)  
 
şartlarını sağlıyorsa fonksiyonuna  de (veya üzerinde) norm,  ikilisine 
de normlu uzay denir (Maddox, 1970). 
 
Tanım 1.1.28. Bir normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakınsak ise bu uzaya 
Banach uzayı denir (Maddox, 1970). 
 
 in reel veya kompleks lineer uzay oluşuna göre Banach uzayı reel veya kompleks 






Tanım 1.1.29.  bir Banach uzayı olsun. Eğer her  ve  için  
 





olacak şekilde 0  varsa  uzayına düzgün (uniformly) konveks uzay adı verilir 
(Goebel and Kirk, 1990). 
 
1.2. Sabit Nokta Kavramı 
 
Tanım 1.2.1.  boş olmayan bir küme ve  e herhangi bir dönüşüm olsun. 
Eğer olacak şekilde bir  varsa, bu  noktasına  nin sabit noktası denir 
(Granas and Dugundji, 2002). 
 
Bu durumda  olmak üzere  denkleminin çözümü,  nin bir sabit 








i)   Eğer  ve  ise  
ii)  Eğer   ve 
3
x
 ise  
iii) Eğer  ve  ise  
iv) Eğer  ve  ise  
v)  Eğer  ve  ise  
 
Örneklerden de anlaşıldığı gibi bir dönüşümün sabit noktasının varlığı, dönüşümün 
tanımlı olduğu kümeye ve nasıl tanımlandığına bağlıdır. Bu yüzden sabit nokta 
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teorisinin çalışmaları dönüşümün hangi şartlar altında sabit noktasının var olduğunu 
ve hangi şartlar altında sabit noktanın tek olduğu sorusuna cevap aramaktadır.  
 
 herhangi bir küme ve  bir dönüşüm olsun. Herhangi bir  için 
 olacak şekilde  tanımlandığında  altındaki  in 
iterasyonu olarak adlandırılır (Granas and Dugundji, 2002). 
 
 bir dönüşüm olsun. 
 
Keyfi  için  dir. Ancak tersi doğru değildir. 
 
Örnek 1.2.2.  için  olarak tanımlanan  dönüşümü  





Yani,  olacağından  şeklindeki  çift sayıları için  aralığındaki tüm 
noktalar  dönüşümünün sabit noktasıdır (Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Tanım 1.2.3.  bir metrik uzay ve  bir dönüşüm olsun. Her  
için, 
 
                                                                                            (1.1) 
 
olacak şekilde bir  sabiti varsa,  ye Lipschitzian dönüşüm denir. (1.1) 
eşitsizliğine Lipschitz şartı ve bu şartı sağlayan en küçük  değerine Lipschitz sabiti 
denir (Granas and Dugundji, 2002). 
 
Lipschitzian dönüşümü, her için 
k






       
k
 =  
 
olur. Bu nedenle  dönüşümü tanımlı olduğu küme üzerinde düzgün süreklidir. 
 





 için  dönüşümü Lipschitz şartını sağlar.  
 
Tanım 1.2.5.  bir metrik uzay ve  bir Lipschitzian dönüşüm olsun. 
Eğer (1.1) eşitsizliği  olması durumunda sağlanıyorsa  ye daralma veya 
büzülme (contraction) dönüşümü denir (Granas and Dugundji, 2002). 
 





dönüşümünü alalım.  
dönüşümü bir daralma dönüşümüdür, fakat sabit noktası yoktur. 
 
Örnek 1.2.7. alışılmış metriğe göre daralma 
dönüşümüdür ve  noktası sabit noktadır. 
 
Örnek 1.2.8.  herhangi bir metrik uzay ve  (özdeşlik dönüşümü) olsun. 
 için  olduğundan  dönüşümü daralma 
dönüşümü olamaz. 
 
Lipschitzian şartını sağlayan her dönüşüm, düzgün sürekli olduğundan daralma 
dönüşümleri de düzgün süreklidir. Bu nedenle  sürekli değilse, daralma dönüşümü 










ise  ye kesin daralma (contractive) dönüşümü denir (Granas and Dugundji, 2002). 
 





ise  ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir (Granas and Dugundji, 2002). 
 




olacağından her  için  şartı sağlanmış olur. Böylece  
nin genişlemeyen bir dönüşüm olduğunu söyleyebiliriz. Fakat  dönüşümü daralma 
ve kesin daralma dönüşümü değildir. 
 
Tanım 1.2.12.  bir tam metrik uzay ve  bir dönüşüm olsun. Her 
 ve  için 
   
 
 




















şartı sağlanıyorsa,  ye zayıf kesin daralma (weakly contractive) dönüşümü denir 
(Rhoades and Sessa, 1986). 
 
Yapılan dönüşüm tanımları göz önüne alınarak aşağıdaki gerektirmeler yapılabilir, 
 
 daralma  kesin daralma ⇒  genişlemeyen ⇒  lipschitzian 
 
Tanım 1.2.14. ( , )X d ( , )X d  ye tanımlı bir daralma dönüşümü olmak üzere her 




şartı sağlanıyorsa bu dönüşüme  özelliğine sahip bir dönüşüm adı verilir (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Tanım 1.2.15. , ( , ) ( , )X d X d ye tanımlı daralma şartını sağlayan bir dönüşüm 






şartı sağlanıyorsa  ve  dönüşümlerine  özelliğine sahiptir denir (Jeong and 
Rhoades., 2005). 
 





olacak şekilde   varsa  noktasına ve dönüşümlerinin çakışma 
(coincidence) noktası denir (Jungck and Rhoades, 1998). 
 
Tanım 1.2.17. ( , )X d  metrik uzay ve  ( , ) ( , )X d X d  ye tanımlanmış iki 




şartı sağlanıyorsa  dönüşümlerine değişmelidir (commuting) denir (Jungck, 
1976). 
 
Tanım 1.2.18. ( , )X d  metrik uzay ve ( , ) ( , )X d X d  tanımlanmış iki 




şartı sağlanıyorsa  dönüşümlerine zayıf değişmeli (weakly commuting) 
dönüşümler denir (Sessa, 1982). 
 
Tanım 1.2.19. ( , )X d metrik uzay ve ( , ) ( , )X d X d  ye tanımlanmış iki 






iken  şartı sağlanıyorsa, dönüşümlerine  dizisi 
üzerinde uyumludur (compatible) denir (Jungck, 1988). 
 




olarak alalım. Buradan  dönüşümleri  olduğundan değişmeli 
değildir. Fakat   için 
 
 iken  
 
olduğundan Tanım 1.2.19. gereğince  dönüşümleri uyumlu dönüşümlerdir 
(Jungck, 1988). 
 
Dönüşüm tanımları göz önüne alınarak aşağıdaki sonuç elde edilebilir. 
 
Değişmeli dönüşüm ⇒ Zayıf değişmeli dönüşüm ⇒ Uyumlu dönüşüm 
 




olsun. Buradan  olduğu görülür. Her  için 











olduğundan   ve  dönüşümleri zayıf değişmeli dönüşümlerdir fakat değişmeli 
dönüşüm değillerdir (Sessa, 1982). 
 
Tanım 1.2.22.  metrik uzay ve  ye tanımlanmış iki 
dönüşüm olsun. Eğer  ve  dönüşümleri çakışma noktalarında değişmeli ise bu 
dönüşümlere zayıf uyumlu (weakly compatible) dönüşümlerdir denir (Jungck, 1988). 
 
Örnek 1.2.23.  ve   
 
      ve        
 
olsun. Buradan aralığında  olduğundan  ve  dönüşümleri 
 kümesi üzerinde zayıf uyumlu dönüşümlerdir (Chugh and Kumar, 2001). 
 
Örnek 1.2.24.  ve  ve  olsun. Bu 
durumda ve   noktaları  ve  dönüşümlerinin iki çakışma (coincidence) 
noktasıdır. 
 
,   ve    
 
bulunur. Buradan   dönüşümlerinin  noktasında değişmeli ancak  noktasında 
değişmeli olmadığı görülür. Bu nedenle  ve dönüşümleri zayıf uyumlu değildir 
(Chugh and Kumar, 2001). 
 
Örnek 1.2.25.  metriği ile birlikte 
 




dönüşümleri verilmiş olsun.  noktası  ve  dönüşümleri için çakışma 
noktasıdır. Bu dönüşümler çakışma noktasında değişmelidirler, dolayısıyla 
 
 ve  
 
olduğundan zayıf uyumlu dönüşümlerdir (Popa, 2001).  
 
Tanım 1.2.26.  bir Banach uzayı,  in kapalı, sınırlı ve konveks bir alt kümesi 
olsun. Eğer, her  genişlemeyen dönüşümünün en az bir tane sabit noktası 
varsa  kümesine sabit nokta özelliğine (fixed point property) sahiptir denir (Granas 
and Dugundji,2002). 
 
Örnek 1.2.27. X ,   ve :T K X  dönüşümünü Tx x  olarak 
tanımlayalım. Bu durumda Tanım 1.2.26. gereğince K  kümesinin en az bir tane sabit 
noktası olduğundan sabit nokta özelliğine sahiptir.  
 
1.3. Daralma Dönüşümü Teoremi 
 
Teorem 1.3.1.  tam metrik uzay ve  dönüşümü (1.1) eşitsizliğini 
sağlayan bir daralma dönüşümü olsun. Bu durumda  tek sabit noktaya sahiptir 
(Banach Sabit Nokta Teoremi) (Musayev, 2000). 
 




olacak şekilde   de bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy dizisi 
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        . 
                      
                      
 
 
elde edilir.  olduğundan  için limit alınırsa  olur. 
Bu ise  dizisinin Cauchy dizisi olduğunu gösterir.  tam uzay olduğundan ve 
 dolayısıyla da  dir.  dönüşümü, sürekli olduğundan dizisel 
süreklidir, yani  dir.  denkleminden  için  elde 
edilir. 
 
Şimdi ise bu sabit noktanın tek olduğunu gösterelim.  nin başka bir sabit noktası 








   
            
 
olur.  olduğundan  dır. Dolayısıyla  ve  
olduğundan  eşitsizliğinin sağlanması için  olmalıdır. 
Bu ise   olması demektir. 
 
Teorem 1.3.2.  bir tam metrik uzay ve  bir dönüşüm olmak üzere bir 
 için 
 
...ToTo oT  (  defa) 
 
bir daralma dönüşümü ise  uzayında tek bir sabit noktaya sahiptir (Musayev, 
2000).  
 
İspat: daralma dönüşümü olduğundan, Banach sabit nokta teoremi gereğince tek 






olur. Fakat   nin tek bir sabit noktası var ve o nokta da  olduğundan  
olur. 
 
Teorem 1.3.3.  tam metrik uzay ve  olmak üzere  bir 




ise   dönüşümü  yuvarında bir tek sabit noktaya sahiptir (Agarwal, Meehan, 




İspat:  olmak üzere  şartını sağlayan bir  vardır. 








BÖLÜM 2. METRİK UZAYDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ 
 
 
Bu bölümde metrik uzayda verilen bazı dönüşümlerin sabit noktalarının varlık,  
teklik ve bu dönüşümlerin  veya  özelliğini sağladığı teorem ve sonuçlar 
verilecektir. 
 
2.1. Metrik Uzay Üzerinde Tanımlı Bir Dönüşüm İçin  Özelliğini Sağlayan 
Sabit Nokta Teoremleri 
 
Bir dönüşümün  özelliğine sahip olabilmesi için öncelikle en az bir tane sabit 
noktaya sahip olduğu gösterilmelidir. Daha sonra  olup olmadığı 
araştırılmalıdır. Bu bölümde  metrik uzayında  özelliğini sağlayan çeşitli 
dönüşümler verilecektir. 
 
Teorem 2.1.1.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d  bir dönüşüm olsun. Her 
 ve  için,  dönüşümü 
 
                                                                                        (2.1) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek bir sabit noktaya sahiptir 
(Jeong and Rhoades, 2005).  
 
Sonuç 2.1.2. (2.1) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.3.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d  bir dönüşüm olsun.  






                       
                                                          (2.2) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda eğer  veya  sürekli bir dönüşüm ise  
dönüşümü sabit noktaya sahiptir. Eğer  ise bu sabit nokta tektir (Ray, 1979). 
 
Sonuç 2.1.4. (2.2) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü P özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.5.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d  bir dönüşüm olsun. Her 




                                   (2.3) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü sabit noktaya sahiptir (Ciric and 
Jotic, 1998). 
 
Sonuç 2.1.6. (2.3) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.7.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d bir zayıf daralma 
dönüşümü olsun. Yani  dönüşümü her ,  fonksiyonu sürekli, 
azalmayan,  şartlarını sağlayan fonksiyon 
olmak üzere, 
 






eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir (Rhoades, 
2001). 
 
Sonuç 2.1.8. (2.4) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.9.  bir Banach uzayı ve  da in boş kümeden farklı herhangi bir alt 
kümesi olsun.  fonksiyonu, 
 
a) Sağdan sürekli, 
b) Azalmayan, 
c) Her  için , 
d)  
 




                    ,                                                         (2.5) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir (Ciric, 
Ume, Khan and Pathak, 2003). 
 
Sonuç 2.1.10. (2.5) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.11.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d bir dönüşüm olsun. 









                                      (2.6) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir (Ciric, 
1993). 
 
Sonuç 2.1.12. (2.6) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.13.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d örten ve sürekli bir 
dönüşüm olsun. Her  olmak üzere  için,  dönüşümü 
 
                                                   (2.7) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir (Wang, Li, 
Gao and Iseki, 1984). 
 
Sonuç 2.1.14. (2.7) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar (Jeong and 
Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.1.15.  tam metrik uzay ve : ( , ) ( , )T X d X d örten bir dönüşüm 
olsun. için  ve  olduğunu kabul edelim. Her 
 için  dönüşümü 
 
 
                                                     (2.8) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir (Popa, 
1990). 
 






2.2. Metrik Uzay Üzerinde Tanımlı Dönüşüm Çiftleri İçin  Özelliğini Sağlayan 
Sabit Nokta Teoremleri 
 
 ve  dönüşümlerinin  özelliğine sahip olabilmesi için öncelikle verilen bu 
dönüşüm çiftinin en az bir tane ortak sabit noktaya sahip oldukları gösterilmelidir. 
Daha sonra olup olmadığı araştırılmalıdır. Bu 
bölümde  metrik uzayında  özelliğini sağlayan çeşitli dönüşümler 
verilecektir. 
 
Teorem 2.2.1.  tam metrik uzay ve , : ( , ) ( , )S T X d X d bir dönüşüm çifti 




                                                                                   (2.9) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Rhoades, 1977). 
 
Sonuç 2.2.2. (2.9) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.3.  tam metrik uzay ve , : ( , ) ( , )S T X d X d  tanımlanmış birer 
dönüşüm olsun. Her ve  için  ve  dönüşümleri, 
 
                                                          (2.10) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Fisher, 1978). 
 
Sonuç 2.2.4. (2.10) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 





Teorem 2.2.5.  bir düzgün konveks Banach uzayı ve  da in boş kümeden farklı, 
kapalı bir konveks alt kümesi olsun. fonksiyonu her koordinat 
değişkeni için üst yarı sürekli, azalmayan ve her  için, 
 
i)  ise  ve  ise  değerleri için  fonksiyonu  
 
 ve   ve  
 
ii)  için  
 
şartlarını sağlasın. Her  için  dönüşümleri 
 
               (2.11) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Bose, 1978). 
 
Sonuç 2.2.6. (2.11) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005).  
 
Teorem 2.2.7. metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d dönüşüm çifti olsun. 
fonksiyonunu her koordinat değişkeni için sürekli, azalmayan bir 
fonksiyon olarak alalım. Her için ve  olmak üzere 
 olsun. Her için  ve  dönüşümleri 
 
                         (2.12) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir (Husain and Sehgal, 1975). 
Sonuç 2.2.8. (2.12) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 






Teorem 2.2.9.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d değişmeli birer 
dönüşüm ve kabul edelim ki  olsun. Her ve  için  
ve  dönüşümleri, 
 
 
                                                                                           (2.13) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Das and Naik, 1979). 
 
Sonuç 2.2.10. (2.13) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.11.  kompakt metrik uzay ve , : ( , ) ( , )S T X d X d birer dönüşüm 
olsun.  pozitif tamsayılar olmak üzere her  
 
                              (2.14)  
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Fisher, 1980). 
 
Sonuç 2.2.12. (2.14) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.13.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d birer dönüşüm olsun. 
 olmak üzere  tanımlı üst yarı sürekli bir 
fonksiyon ve her  için  olsun. Bu durumda her  için  
dönüşümleri 
 
( , ) ( ( , )).d Sx TSy k d x Sy  










eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Chung, 1978). 
 
Sonuç 2.2.14. (2.15) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.15.  bir düzgün konveks Banach uzayı ve  da in boş kümeden farklı, 
kapalı bir konveks alt kümesi olsun.  fonksiyonu her koordinat 
değişkeni için üst yarı sürekli, azalmayan ve her  için, 
 
i)  ise  ve  ise  değerleri için  fonksiyonu 
 
 ve     
 
ii)  için  
 
şartlarını sağlasın. Her  için  dönüşümleri 
 
 
                               (2.16) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Prasad, 1984). 
 
Sonuç 2.2.16. (2.16) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005).  
 
Teorem 2.2.17.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d birer dönüşüm olsun. 
 olmak üzere  tanımlı üst yarı sürekli bir 











eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Pachpatte, 1983). 
 
Sonuç 2.2.18. (2.17) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.19.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d  birer dönüşüm olsun. 
 olmak üzere her  için  dönüşümleri 
 
 
                                                      (2.18) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Pachpatte, 1980). 
 
Sonuç 2.2.20. (2.18) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.21.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d birer dönüşüm olsun. 




                                                                                             (2.19) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya 





Sonuç 2.2.22. (2.19) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.23.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d  birer dönüşüm olsun. 
 ve  olmak üzere her  için  dönüşümleri,  
 




eğer 0),(),( SxydTyxd  ise 
 
0),( TySxd                                                                                                          (2.21)                                                                                 
 
eşitsizliklerini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti tek ortak sabit noktaya 
sahiptir (Fisher, 1979). 
 
Sonuç 2.2.24. (2.20) ve (2.21) eşitsizliklerini sağlayan  ve  dönüşümleri  
özelliğini sağlar (Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.25.  tam metrik uzay ve , : ( , ) ( , )S T X d X d  dönüşümler olsun. 





                                                                (2.22) 
 







Sonuç 2.2.26. (2.22) eşitsizliğini sağlayan  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.27.  bir Hilbert uzayı  de bu uzayın kapalı bir alt kümesi olsun. 
 tanımlı birer dönüşüm olsun.  olmak üzere her  ve 
 için, ve dönüşümleri, 
 
 
                                                      (2.23) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya sahiptir 
(Pandhare and Wachmode, 1996). 
 
Sonuç 2.2.28. (2.23) eşitsizliğini sağlayan   özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.29.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d  birer sürekli ve örten 
dönüşümler olsun.  ve  olmak üzere her  için  dönüşümleri 
 
                                                 (2.24) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti ortak bir sabit noktaya 
sahiptir (Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Sonuç 2.2.30. (2.24) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.31. tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d  tanımlanmış birer 
dönüşüm olsun.  tanımlanan fonksiyonu her   ve bazı 
 için  veya  ise  olduğunu kabul edelim. 





                                                        (2.25) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti ortak bir sabit noktaya 
sahiptir (Constantin, 1992). 
 
Sonuç 2.2.32. (2.25) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.33.  tam metrik uzay, , : ( , ) ( , )S T X d X d  dizisel sürekli ve 
örten dönüşümler olsun.  ve  olmak üzere her  için  
dönüşümleri 
 




eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşümleri ortak bir sabit noktaya 
sahiptir (Telci and  Tas, 1994). 
 
Sonuç 2.2.34. (2.26) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.35.  tam metrik uzay , : ( , ) ( , )S T X d X d ye tanımlı dönüşümler 
olsun.  ve  olmak üzere her  için  
dönüşümleri 
 








eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti ortak bir sabit noktaya 
sahiptir (Telci and Tas, 1994). 
 
Sonuç 2.2.36. (2.27) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 
(Jeong and Rhoades, 2005). 
 
Teorem 2.2.37.  tam metrik uzay , : ( , ) ( , )S T X d X d  birer örten dönüşüm 
olsun.  veya  ve  olduğunu kabul edelim. Her 
 için  dönüşümleri 
 
 
                                                                                            (2.28) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   ve  dönüşüm çifti ortak bir sabit noktaya 
sahiptir (Telci and Tas, 1994). 
 
Sonuç 2.2.38. (2.28) eşitsizliğini sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar 









3.1. Konik Metrik Uzay 
 
Tanım 3.1.1.  bir reel Banach uzayı ve  da  nin alt kümesi olsun. Eğer  kümesi, 
 
i) Kapalı, boştan farklı ve ; 
ii) ; 
iii)  ve  ⇒  
 
şartlarını sağlıyorsa  kümesine  içinde bir koni denir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Bu durumda  üzerinde  
 
   
 




tanımlanabilir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Tanım 3.1.2.  bir reel Banach uzayı,  bir koni olsun.  şartını 





olacak şekilde  sayısı varsa  ya normal koni, en küçük  değerine de   
konisinin normal sabiti denir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Örnek 3.1.3.  Banach uzayını alalım.  de bir konidir ve 
normaldir. 
 
Örnek 3.1.4.  Banach uzayını alalım.  de 
bir konidir (Rezapour and Hamlbarani, 2008). 
 
Eğer  bir normal koni,  ve  ise  dır. Bu 
ifadenin doğruluğu normal koni tanımı kullanılarak, 
 
  ⇒    ⇒    ⇒     ⇒       
 
gösterilebilir (Ilic and Rakocevic, 2008). 
 
bir reel Banach uzayı,  bir koni ve  olsun. Eğer  
 
   iken      fakat    
 
ise  konisine normal olmayan (non-normal) koni denir (Radenovic and Rhoades, 
2009).  
 
Eğer  bir normal koni değil ise,  ve  ise  
dır. Bu ifadenin doğruluğunu aşağıdaki şekilde gösterebiliriz. 
 
 ⇒  yani – olur.  ve olduğundan 
 olur. Bu durumda  olur. Tanım 3.1.1 den  








verilmiş olsun. Bu durumda  konisinin normal koni olmadığını gösterelim. 
 
Çözüm: Kabul edelim ki her  için  ve  olsun. Bu durumda 
 olduğu açıktır.  
 
  ve   ise  
 
olur. , nın normal sabiti değildir. Bu nedenle  normal koni değildir (Rezapour 
and Hamlbarani, 2008). 
 
Tanım 3.1.6.  bir reel Banach uzayı,  bir koni olsun.  da üstten sınırlı her 
artan dizi yakınsak ise  konisine regüler koni denir. Yani  regüler koni ise  da 




olacak şekilde  dizisi varsa, bu durumda bir  vardır öyle ki  için 
 sağlanır. Benzer şekilde alttan sınırlı her azalan dizi yakınsak ise de  
konisine regüler koni denir (Huang and Zhang, 2007).   
 
Teorem 3.1.7. Her regüler koni normal konidir (Rezapour and Hamlbarani, 2008). 
 
Tanım 3.1.8.  ve   dönüşümü 
 
d1) Her  için  ve ; 
d2) Her  için ; 




şartlarını sağlıyorsa  ye  üzerinde konik metrik,  ikilisine de konik metrik 
uzay denir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Örnek 3.1.9.  Banach uzayını alalım. 




olarak alalım. Bu durumda  konik metrik uzaydır (Rezapour and Hamlbarani, 
2008). 
 
Örnek 3.1.10. olsun. metrik 




olarak alalım. Bu durumda  konik metrik uzaydır ve  nın normal sabiti   
dir (Rezapour and Hamlbarani, 2008). 
 
Örnek 3.1.10. dan da anlaşıldığı gibi konik metrik uzaylar metrik uzaylardan daha 
genel uzaylardır. 
 
Tanım 3.1.11.  bir konik metrik uzay, bu uzayda bir dizi ve  olsun. 




oluyorsa  dizisi yakınsaktır veya  dizisi  e yakınsaktır veya  e  
dizisinin limitidir denir ve  
 




ile gösterilir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Lemma 3.1.12.  bir konik metrik uzay,  normal  sabitine sahip normal koni 





olmasıdır (Huang and Zhang, 2007).  
 
Lemma 3.1.13.  bir konik metrik uzay,  normal  sabitine sahip normal koni 
ve ,  de bir dizi olsun. Eğer   dizisi  e yakınsak ve   dizisi  
e yakınsak ise  dir. Yani  dizisinin limiti tektir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Tanım 3.1.14.  bir konik metrik uzay,  bu uzayda bir dizi olsun.   




sağlanıyorsa  dizisine  uzayında bir Cauchy dizisi adı verilir (Huang and 
Zhang, 2007).  
 
Tanım 3.1.15.  bir konik metrik uzay olsun.  deki her  Cauchy dizisi 
yakınsak ise   metrik uzayına tam konik metrik uzay denir (Huang and Zhang, 
2007).  
 
Lemma 3.1.16.  bir konik metrik uzay olsun.  de bir  dizisi  e 
yakınsak ise  dizisi Cauchy dizisidir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Lemma 3.1.17.  bir konik metrik uzay,  normal  sabitine sahip normal koni 
ve ,  de bir dizi olsun.  dizisinin Cauchy dizisi olabilmesi için gerek ve 




Lemma 3.1.18.  bir konik metrik uzay,  normal  sabitine sahip normal koni 




olur (Huang and Zhang, 2007).  
 
Lemma 3.1.19.  bir normal olmayan koniye sahip bir konik metrik uzay ise 
aşağıdaki özellikler sağlanır (Kadelburg , 2009).  
 
i)      ve  ise  
ii)    Her  için  ise . 
iii)   Her  için  ise . 
iv)   Eğer  ve  ise . 
v)    Her  için  ve ,  ise  
vi)   Eğer  ve  ise . 
vii)   bir reel Banach uzayı,  da  uzayında bulunan bir koni olsun.  
 için  ise  
viii) Eğer ,  ve  için  ise en az bir tane  sayısı 
vardır öyle ki her  için  dir.   
ix)    ve  için  dır. 
 
Tanım 3.1.20.  bir konik metrik uzay,  bir fonksiyon ve  olsun. 
Eğer  deki her  dizisi için  
 
iken    
 
ise  fonksiyonuna  noktasında süreklidir denir (Ilic and Rakocevic, 2008). 
 
Tanım 3.1.21.  bir konik metrik uzay olsun.  deki her  dizisinin yakınsak 
en az bir  alt dizisi varsa  uzayına dizisel kompakt konik metrik uzay 
denir (Huang and Zhang, 2007).  
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3.2. Konik Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 
 
Teorem 3.2.1.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 ve  için  dönüşümü     
 
                                                                                             (3.1) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir ve 
için  iterasyon dizisi de  dönüşümünün sahip olduğu sabit noktaya 
yakınsar (Huang and Zhang, 2007).  
 
Sonuç 3.2.2.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
ve her  için  dönüşümü Teorem 3.2.1. de verilen (3.1) eşitsizliğini 
sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar (Abbas and Rhoades, 2000) . 
 
Sonuç 3.2.3.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  olacak 




kapalı yuvarını alalım. Her , k  için  dönüşümü 
 
                                                                                            (3.2) 
 
eşitsizliğini ve  şartını sağlasın. Bu durumda  dönüşümü 
 de tek sabit noktaya sahiptir (Huang and Zhang, 2007).  
 
Sonuç 3.2.4.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  ve 







                                                                                       (3.3) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Huang and Zhang, 2007). 
 
Teorem 3.2.5.  dizisel kompakt konik metrik uzay,  da regüler koni olsun. 
 olmak üzere  dönüşümü 
 
                                                                                               (3.4) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Huang and Zhang, 2007).  
 
Teorem 3.2.6.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 ve  için  dönüşümü     
 
)                                                                   (3.5) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir ve 
için  iterasyon dizisi de  dönüşümünün sahip olduğu sabit noktaya 
yakınsar (Huang and Zhang, 2007).  
 
Teorem 3.2.7.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 ve  için  dönüşümü     
              
)                                                                    (3.6) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir ve 
için  iterasyon dizisi de  dönüşümünün sahip olduğu sabit noktaya 




Teorem 3.2.8.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 olmak üzere  ve  için  
dönüşümleri     
 
 
                                    (3.7) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  de tek ortak sabit noktaya 
sahiptir. Üstelik  nin her sabit noktası  dönüşümünün de sabit noktasıdır ve tersi 
durumda söz konusudur (Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Sonuç 3.2.9.  tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  e 
tanımlı dönüşüm çifti Teorem 3.2.8. de verilen (3.7) eşitsizliğini sağlasın. Bu 
durumda  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar (Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Sonuç 3.2.10.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun. pozitif 




                                                                                  (3.8) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Sonuç 3.2.11.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 olmak üzere  ve  için  dönüşümü  
 
  
                                                                                       (3.9) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda   dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Abbas and Rhoades, 2000). 
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Sonuç 3.2.12.  tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  e 
tanımlı dönüşümü Sonuç 3.2.11. de verilen (3.9) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  
dönüşümü  özelliğini sağlar (Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Sonuç 3.2.13.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun. Her 




                                                                                 (3.10) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Sonuç 3.2.14.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
olmak üzere  ve  için  dönüşümü  
 
                                              (3.11) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir 
(Abbas and Rhoades, 2000). 
 
Teorem 3.2.15.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  ve 
için  olduğunu kabul edelim. 
 
 tanımlanan  fonksiyonu monoton artan, sürekli ve 
 
i)  
ii) için  






şartlarını sağlasın. Bu durumda  dönüşümü 
 
                                                                       (3.12) 
 
eşitsizliğini sağlarsa  de tek sabit noktaya sahiptir (Choudhury and Metiya, 2009). 
 
 
Teorem 3.2.16.  bir konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
için  dönüşüm çifti  için  
 
                                                                                      (3.13) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Eğer  ve  in tam altkümesi ise  
dönüşüm çifti  de tek çakışma noktasına sahiptir. Eğer  dönüşümleri zayıf 
uyumlu ise tek ortak sabit noktaya sahiptirler (Abbas and Jungck, 2008). 
 
Teorem 3.2.17.  bir konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
için  dönüşümleri  için  
 
                                                             (3.14) 
 
eşitsizliği sağlasın. Eğer  ve  in tam altkümesi ise  
dönüşüm çifti  de tek çakışma noktasına sahiptir. Eğer  dönüşümleri zayıf 
uyumlu ise tek ortak sabit noktaya sahiptirler (Abbas and Jungck, 2008). 
 
Teorem 3.2.18.  bir konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  
için  dönüşüm çifti  olmak üzere 
 
                                                             (3.15) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Eğer  ve  in tam altkümesi ise  
dönüşümleri  de tek çakışma noktasına sahiptir. Eğer  dönüşümleri zayıf 
uyumlu ise tek ortak sabit noktaya sahiptirler (Abbas and Jungck, 2008). 
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Teorem 3.2.19.  bir konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
için  değişmeli dönüşümleri  olmak üzere 
 
                                                                            (3.16) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Eğer  ve  sürekli bir dönüşüm ise  dönüşüm 
çifti  de tek ortak sabit noktaya sahiptirler (Radenovic, 2009). 
 
Teorem 3.2.20.  bir konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  
için  dönüşümleri  olmak üzere 
 
                                               (3.17) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Eğer  ve  in tam alt uzayı ise  
dönüşüm çifti  de çakışma noktasına sahiptir. Eğer  ve  dönüşüm çifti bu 
çakışma noktasında değişmeli ise tek ortak sabit noktaya sahiptir (Radenovic, 2009). 
 
Teorem 3.2.21.  bir konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.   
için  dönüşüm çifti  olmak üzere 
 
                                                (3.18) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Eğer ve in tam alt uzayı ise  
dönüşümleri  de çakışma noktasına sahiptir. Eğer  ve  dönüşüm çifti bu çakışma 
noktasında değişmeli ise tek ortak sabit noktaya sahiptir (Radenovic, 2009). 
 
Tanım 3.2.22. bir konik metrik uzay olsun. Her  için  tanımlı 








                                                                                                   (3.19) 
   
eşitsizliği bazı  için sağlanıyorsa bu daralma dönüşümüne Quasi daralma 
(Quasi-contraction)  dönüşümü denir (Kadelburg, 2009). 
 
Teorem 3.2.23.  bir tam konik metrik uzay, e dönüşümü Tanım 
3.2.22. deki şartı sağlayan Quasi daralma dönüşümü olsun. Bu durumda  dönüşümü 
 de tek sabit noktaya sahiptir. Her  için  iterasyon dizisi de  nin sahip 
olduğu sabit noktaya sahiptir (Kadelburg, 2009). 
 
Sonuç 3.2.24.  konik metrik uzay, e tanımlı dönüşümü  için 
Tanım 3.2.22. de verilen (3.19) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  
özelliğini sağlar (Kadelburg, 2009). 
 
Tanım 3.2.25. bir konik metrik uzay olsun. Her için  






                                                                                                    (3.20) 
 
eşitsizliği bazı  için sağlanıyorsa  dönüşümüne Quasi daralma (Quasi-
contraction)  dönüşümü denir (Ilic and Rakocevic, 2009). 
 
Teorem 3.2.26.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
 e tanımlı,  ve  değişmeli,  veya sürekli birer dönüşüm ve bu 
dönüşüm çifti Tanım 3.2.25. de verilen (3.20) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve 
 dönüşümleri olacak şekilde tek ortak sabit noktaya sahiptir. Eğer  





BÖLÜM 4. KONĠK METRĠK UZAYDA  VE  ÖZELLĠĞĠNĠ 
SAĞLAYAN SABĠT NOKTA TEOREMLERĠ 
 
 
Bu bölümde metrik uzayda sabit noktası var olan ve aynı zamanda  veya 
özelliğine sahip bazı dönüşümlerin, konik metrik uzayda sabit noktasının varlığı ve 
bu dönüşümlerin  veya  özelliğine sahip oldukları bizim tarafımızdan 
incelenecektir. Bu inceleme koniğin normal ve normal olmayan durumlarına göre iki 
başlıkta yapılacaktır. 
 
4.1. Normal Koniye Sahip Konik Metrik Uzaylarda  ve  Özelliklerini 
Sağlayan Sabit Nokta Teoremleri 
 
Teorem 4.1.1.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir 
koni olsun.  ve  için  dönüşümleri  
 
                                                       (4.1) 
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 




olacak şekilde   de bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy dizisi 






                                 






















ve  normal koni olduğundan 
 
 
                       
                       






olur.  olduğundan  için limit alınırsa  olur. Lemma 
3.1.17. den   dizisi Cauchy dizisidir,   uzayı tam olduğundan  olacak 
şekilde  sayısı vardır. Şimdi  dönüşümünün sabit noktasının  olduğunu 






                    
                    
                  
                    
 
olur.  için limit alınırsa  ve Cauchy dizisi olduğundan 
 
                                                                                    (4.2) 
 
olur. (4.2) eşitsizliği düzenlenirse  olur.  ve  
 olduğundan ancak  olduğunda sağlanır. Böylece 
 ,  olur. (4.1) eşitsizliğinden 
 
 
                    
                    
                  
                    
 
olur.  için limit alınırsa  ve Cauchy dizisi olduğundan 
 
                                                                                   (4.3) 
 
olur. Buradan  ve (4.3) eşitsizliği ancak  olduğundan 
 yani T  dir.  
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki  ve  olmak 







olur. Bu eşitsizlik ancak  olduğunda sağlanır. Bu ise  
yani  olması anlamına gelir. 
 
Sonuç 4.1.2. Teorem 4.1.1. deki şartları sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini 
sağlar. 
 
İspat: Teorem 4.1.1. den  ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya sahiptir. Yani 
 dir. Kabul edelim ki  olsun. (4.1) 
eşitsizliğinden 
 
                      
                     
                    
















olur ve  için limit alınırsa olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a 
yakınsar. Yani  olur. Buradan  ve   dur. 
 
Benzer şekilde (4.1) eşitsizliğinden 
 
                      
                  
 

















olur ve  için limit alınırsa  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a 
yakınsar. Yani ,  dur. Dolayısıyla  dir. Yani 
 ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 4.1.3.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir koni 
olsun.  ve  için  dönüşümü  
 
                                                       (4.4) 
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  uzayında tek sabit noktaya 
sahiptir. 
 
İspat: Teorem 4.1.1. deki (4.1) eşitsizliğinde  alınırsa (4.4) eşitsizliği elde 
edilir. Teorem 4.1.1. deki aynı yöntem kullanılarak  dönüşümünün tek sabit noktaya 
sahip olduğu gösterilebilir. 
 
Sonuç 4.1.4. Sonuç 4.1.3. deki şartları sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
İspat: Sonuç 4.1.3. den  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. Yani  dir. 
Kabul edelim ki  olsun. (4.4) eşitsizliğinden 
 
                      
                  
 
















olur.  için limit alınırsa  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a yakınsar. 
Yani  olur. Buradan  elde edilir. Dolayısıyla dir. 
Yani   dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 4.1.5.  bir tam konik metrik uzay,  da normal  sabitine sahip bir 
koni olsun.  ve  için  dönüşümü  
 
                                                       (4.5) 
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 




olacak şekilde   uzayında bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy 




                                
                                

























ve   normal koni olduğundan 
 
 
                       
                       






olur.  olduğundan  için limit alınırsa  olur. Böylece 
 dizisi Cauchy dizisidir,   uzayı tam olduğundan  olacak şekilde  
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olur.  için limit alınırsa   olduğundan 
 
                                                                                    (4.6) 
 
olur. (4.6) eşitsizliği düzenlenirse  olur.  ve  
 olduğundan ancak  olduğunda sağlanır. Böylece 
 ,  olur. (4.5) eşitsizliğinden 
 
 
                    
                    
                  
                    
                    
 
olur.  için limit alınırsa   olduğundan 
 
                                                                                    (4.7) 
 
olur. Buradan  olduğundan (4.7) eşitsizliği ancak  
olduğunda sağlanır. Böylece  ve T  olur.  
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki  ve  olmak 









olur. Eşitsizlik düzenlenirse olur. [0,1/ 2) olduğundan 
 dır. Böylece  olmak zorundadır. Buradan  elde 
dilir. 
 
Sonuç 4.1.6. Teorem 4.1.5. deki şartları sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini 
sağlar. 
 
İspat: Teorem 4.1.5. den  ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya sahiptir. Yani 
 dir. Kabul edelim ki  olsun. (4.5) 
eşitsizliğinden 
 
                      
                     
                     
                     
                    














olur ve  için limit alınırsa olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a 
yakınsar. Yani  olur. Buradan  ve dolayısıyla  
bulunur. 
 







                      
                  
                     
                     
 














bulunur.  için limit alınırsa  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a 
yakınsar. Yani  olur. Buradan  dur.  dir. 
Yani  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 4.1.7.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir koni 
olsun.  ve  için  dönüşümü  
 
                                                       (4.8) 
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  uzayında tek sabit noktaya 
sahiptir. 
 
İspat: Teorem 4.1.5. deki (4.5) eşitsizliğinde  alınırsa (4.8) eşitsizliği elde 
edilir. Teorem 4.1.5. deki aynı yöntem kullanılarak  dönüşümünün tek sabit noktaya 
sahip olduğu gösterilebilir. 
 
Sonuç 4.1.8. Sonuç 4.1.7. deki şartları sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
İspat: Sonuç 4.1.7. den  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. Yani  dir. 
Kabul edelim ki  olsun. (4.8) eşitsizliğinden 
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bulunur.  için limit alınırsa  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  a 
yakınsar. Yani  olur. Buradan  elde edilir. Dolayısıyla 
dir. Yani   dönüşümü  özelliğini sağlar.  
 
Teorem 4.1.9.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir 




                                                                                       (4.9) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir. 
 




olacak şekilde   de bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy dizisi 




                        
                             
                     
                              
                                          
    










olur. Buradan  için  
 
 
                   









                                                                    (4.10) 
 
olur.  için limit alındığında  olduğundan (4.10) eşitsizliğinin sağ 
tarafı  a yakınsar. Dolayısıyla  için  dır.  dizisi Cauchy 
dizisidir,  uzayı konik tam metrik uzay olduğundan   de bir   elemanı vardır öyle 
ki  için  olur. 
 





                                                                                                                 
 
        
              
  
 
olur. Buradan eşitsizlik düzenlenirse 
 
 
     
olur.   normal sabitine sahip koni olduğundan, 
 
 
                                                                                                (4.11) 
 
elde edilir.  için limit alındığında olduğundan olacaktır. Bu 
nedenle (4.11) eşitsizliğinin sağ tarafı  a yakınsar. Yani  olur. Bu 
ise  olduğunu gösterir.  
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki sabit nokta tek 
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olur.  olduğundan yukarıda ki eşitsizlik ancak  yani 
 durumunda sağlanır. Böylece  dönüşümü  uzayında tek ortak sabit noktaya 
sahiptir.  
 
Sonuç 4.1.10. Teorem 4.1.9. daki şartları sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
İspat: Teorem 4.1.9. dan  dir. Yani  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. 
 özelliği tanımından  olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki 
 olsun. (4.9) eşitsizliğinden  
 
 
                
                
                    
      
                     










              
            
 




olur. Dolayısıyla  için  olur. Buradan  yani 
 dur. Böylece  dönüşümünün  özelliğini sağladığı  görülür.  
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Şimdi üçüncü bölümde verilen bazı dönüşümlerin  özelliğine sahip olduklarını 
gösterelim. 
 
Teorem 4.1.11.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir 
koni olsun.  ve  için  dönüşümü (3.5) eşitsizliğini 
sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
İspat: Teorem 3.2.6. dan  dir. Yani  dönüşümü tek sabit noktaya 
sahiptir.  özelliği tanımından  olduğunu göstereceğiz.  ise 











                                   
                                   
 




olur. Dolayısıyla  için  olur. Buradan  ve 
dolayısıyla  dur. Yani  dönüşümünün  özelliğini sağladığı görülür.  
 
Teorem 4.1.12.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir 
koni olsun. ve  için  dönüşümü (3.6) eşitsizliğini 
sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
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İspat: Teorem 3.2.7. den  dir. Yani  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. 




                            








              
            
 




olur. Dolayısıyla  için  olur. Buradan  yani 
 dur. Buradan  dönüşümü  özelliğini sağlar.  
 
Teorem 4.1.13.  bir tam konik metrik uzay,  da  normal sabitine sahip bir 
koni olsun.  ve  için  dönüşümü Sonuç 
3.2.14. de verilen (3.11) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini 
sağlar. 
 
İspat: Sonuç 3.2.14. den  dir. Yani  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. 
 özelliği tanımından  olduğunu göstereceğiz. Kabul edelim ki 





                                                 





k  denirse 
   
 
                         
                         
 




olur. Dolayısıyla  için  olur. Buradan  yani 
 dur. Buradan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 4.1.14.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.  
ve için  olduğunu kabul edelim. 
 
 tanımlanan  fonksiyonu monoton artan, sürekli ve 
 
i)  
ii) için  
iii) ve  için ya  ya da  
 
şartlarını sağlasın. Bu durumda   dönüşümü Teorem 3.2.15. de verilen 




İspat: Teorem 3.2.15. den  dir. Yani  dönüşümü tek sabit noktaya sahiptir. 
Kabul edelim ki  olsun. (3.12) den 
 
            
                                              
               
                                              
 
             
               
 








olmalıdır.  fonksiyonunun özelliğinden bu ancak  durumunda 
sağlanır.  ise (i) den  olur. Buradan da olur. 
Yani  dönüşümü  özelliğini sağlar.  
 
4.2. Normal Olmayan Koniye Sahip Konik Metrik Uzaylarda  ve  
Özelliklerini Sağlayan Sabit Nokta Teoremleri  
 
Teorem 4.2.1.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümü Teorem 3.2.1. de verilen (3.1) 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: (Rezapour and Hamlbarani, 2008) den (3.1) eşitsizliğini sağlayan  
dönüşümünün normal olmayan konide tek sabit noktasının var olduğunu biliyoruz. 
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Şimdi tek sabit noktası var olan  dönüşümünün  özelliğini sağladığını gösterelim. 




      
                 
                                                                                              (4.12) 
 




alırsak  için  olacağından  alalım. 
 
Yine Lemma 3.1.19. daki verilen (i) özelliğinden  ve 







olur. Böylece her  için  KTuud
m
c
),( olur. m için 0
m
c
 ve  
konisi kapalı olduğundan KTuud ),(  dır. ( , )d u Tu K olduğundan Tanım 3.1.1. 
den 0),( Tuud  dır. Buradan uTu  bulunur. Yani  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 4.2.2.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
olacak şekilde ve olsun.  kapalı 
yuvarını alalım. Her , k  için  dönüşümü Sonuç 3.2.3. 
de verilen (3.2) eşitsizliğini ve   şartını sağlasın. Bu durumda 




İspat: (Rezapour and Hamlbarani, 2008) den (3.2) eşitsizliğini sağlayan  
dönüşümünün normal olmayan koni için  da tek sabit noktasının var 
olduğunu biliyoruz. Teorem 4.2.1. den  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 4.2.3.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümü  pozitif tamsayıları için Sonuç 
3.2.4. de verilen (3.3) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini 
sağlar. 
 
İspat: (Rezapour and Hamlbarani, 2008) den (3.3) eşitsizliğini sağlayan  
dönüşümünün tek sabit noktasının var olduğunu biliyoruz. Şimdi bu dönüşümün  





olur. Buradan  konisinin özelliğinden 
 
                                                                                           (4.13) 
 
dır.  için  olduğundan (4.13) eşitsizliği  
olduğunda sağlanır. Buradan  yani  olur.  iken 
 bulunduğundan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 4.2.4.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
(0,1/ 2)   ve   için  dönüşüm çifti 
 
                                                                  (4.14) 
 









olacak şekilde   de bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy dizisi 
olduğunu gösterelim. (4.14) eşitsizliğinden 
 
 
                            
                            
 




              
                                                                       (4.15) 
 




olur. Buradan her  için  
 
 
                     
                     
 
olur. Her  için 
 
 
                  







olur. Kabul edelim ki  verilmiş olsun.  kümesi 
























olur. Eğer Teorem 4.2.1. deki gibi 
1
m
 alırsak  için  
olacağından  olur. Böylece  dizisi  konik metrik uzayında 
bir Cauchy dizisi olarak elde edilir.  tam konik metrik uzay olduğundan  
vardır öyle ki   için  olur. 
 













                
                
















olur. Böylece her  için  
m
c
olur. m için 0
m
c
 ve  konisi kapalı olduğundan 
  dır.   olduğundan Tanım 3.1.1. den   dır. 
Yani   bulunur.  (4.14) eşitsizliğinden  
 
 
                
                
 
olur.  konisinin özelliğinden eşitsizlik düzenlenirse  elde 
edilir. (0,1/ 2)  olduğundan  dır. Bu nedenle  olur. Yani 
 dir. 
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki  ve  olmak 





yazılır.  ve  olduğundan eşitsizliğin sağ tarafı  dır. Böylece  
 olur. Bu eşitsizlik ancak  olması durumunda sağlanır. 




Sonuç 4.2.5.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
(0,1/ 2)  ve  için  dönüşümleri Teorem 4.2.4. de verilen 
(4.14) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar. 
 
İspat: Teorem 4.2.4. den  dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasının var olduğunu 
biliyoruz. Şimdi  dönüşümlerinin  özelliğini sağladığını gösterelim. Kabul 
edelim ki  olsun. (4.14) eşitsizliğinden  
 
 
      
                 











her  için 1
1 k
k
h  denirse 
 
 
                
                
 




alırsak  için  olacağından   alalım. Lemma 
3.1.19. da verilen (i) özelliğinden  ve  




olur. Böylece her 





olur. m için 0
m
c
 ve  konisi kapalı 
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olduğundan dır.   olduğundan  dır. Yani 
olur. Benzer işlemlerle  olduğu gösterilir. Böylece  dönüşüm çifti 
 özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 4.2.6.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
[0,1/ 2)   ve   için  dönüşümü Teorem 3.2.6. da verilen (3.5) 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: (4.14) eşitsizliğinde  alırsak (3.5) eşitsizliği elde edilir. (Rezapour and 
Hamlbarani, 2008) de (3.5) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümünün normal olmayan 
koniler için tek sabit noktasının var olduğunu biliyoruz. Şimdi tek sabit noktası var 
olan  dönüşümünün  özelliğini sağladığını gösterelim. Kabul edelim ki  
olsun. (3.5) eşitsizliğinden  
 
 
      





                 
ve her  için 1
1 k
k




olur. Buradan benzer şekilde iterasyona devam edilirse 
 
 
                
                
 





alınırsa  için  olacağından   olur. Yine Lemma 
3.1.19. de verilen (i) özelliğinden  ve  
olduğundan  olur. Buradan her  için 
m
c
Tuud ),( bulunur. 
Böylece her  için  KTuud
m
c
),( olur. m için 0
m
c
 ve  konisi 
kapalı olduğundan KTuud ),(  dır. KTuu ),( olduğundan  0),( Tuud  dır. 
Buradan uTu  dur. Yani  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 4.2.7.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
(0,1/ 2) ve  pozitif tamsayılar olmak üzere  için  
dönüşümü 
 
                                                         (4.16) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümünün tek sabit noktası vardır ve  
özelliğine sahiptir. 
 
İspat: Teorem 4.2.4. de verilen (4.14) eşitsizliğinde  ve  alınırsa (4.16) 
eşitsizliği elde edilir. 
 
Teorem 4.2.8.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşüm çifti 
 
                                                                  (4.17) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 






olacak şekilde   de bir dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin Cauchy dizisi 
olduğunu gösterelim. (4.17) eşitsizliğinden 
 
 
                            
                            
                            
 





              
 
olur. Buradan her  için 
 
                                                                                 (4.18) 
 
olur. Benzer şekilde (4.18) eşitsizliğinden iterasyon devam ettirilirse 
 
 
                     
                     
 




                  





olur. Kabul edelim ki  verilmiş olsun.  kümesi 
üzerinde  olacak şekilde  alalım. 
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 olacak şekilde bir  doğal sayısı alalım. 
















 alırsak  için  olacağından Lemma 
3.1.19. daki (viii) den  olur. Böylece  dizisi  konik metrik 
uzayında bir Cauchy dizisidir,  tam konik metrik uzay olduğundan  
vardır öyle ki   için  olur. Şimdi bir  doğal sayısı seçelim öyle ki 
 için (4.17) eşitsizliğinden   
 
 
                
                
                















elde edilir. Buradan her  için 
m
c




),( olur. m için 0
m
c
 ve  konisi kapalı olduğundan 
KSppd ),(  dır. KSpp ),( olduğundan pSp  bulunur.  (4.17) eşitsizliğinden  
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elde edilir.  olduğundan  dır. Bu nedenle  olur. 
Yani  dir. 
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki  ve  olmak 





yazılır.  ve  olduğundan olur. Buradan koninin 
özelliğinden  dersek,  için olacağından 
bu eşitsizlik ancak  olması durumunda sağlanır. Buradan  bulunur. 
Yani  ve  dönüşümleri tek ortak sabit noktaya sahiptir. 
 
Sonuç 4.2.9.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümleri Teorem 4.2.8. de verilen 
(4.17) eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar. 
 
 
İspat: Teorem 4.2.8. den  dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasının var olduğunu 
biliyoruz. Şimdi  dönüşümlerinin  özelliğini sağladığını gösterelim. Kabul 
edelim ki  olsun. (4.17) eşitsizliğinden  
 
 
      
                 
                 







olur ve her için 1
1 k
k




olur. Buradan iterasyona devam edilirse 
 
 
                
                
 
olur. için alırsak  için  olacağından  
 bulunur. 
 
Buradan  ve  olduğundan Lemma 3.1.19. da 






Böylece her  için  KSuud
m
c
),( olur. m için 0
m
c
 ve  konisi 
kapalı olduğundan KSuud ),(  dır. KSuu ),( olduğundan 0),( Suud  dır. 
Buradan uSu bulunur. Benzer işlemlerle  olduğu gösterilebilir. Böylece 
 dönüşüm çifti  özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 4.2.10.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
  ve   için  dönüşümü Teorem 3.2.7. de verilen (3.6) 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: (4.17) eşitsizliğinde  alırsak (3.6) eşitsizliği elde edilir. (Rezapour and 
Hamlbarani, 2008) de (3.6) eşitsizliğini sağlayan  dönüşümünün normal olmayan 
koniler için tek sabit noktasının var olduğunu biliyoruz. Buradan tek sabit noktası var 





Sonuç 4.2.11.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
ve  pozitif tamsayılar olmak üzere  için  
dönüşümü 
 
                                                          (4.19) 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: Teorem 4.2.8. de verilen (4.17) eşitsizliğinde  ve  alınırsa (4.19) 
eşitsizliği elde edilir. 
 
Teorem 4.2.12.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay 
olsun.   ve   için  dönüşümü  
 
)                                                                     (4.20)  
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: (Rezapour and Hamlbarani, 2008) den (4.20) eşitsizliğini sağlayan  
dönüşümünün tek sabit noktasının var olduğunu biliyoruz. Şimdi tek sabit noktası 
var olan  dönüşümünün  özelliğini sağladığını gösterelim. Kabul edelim ki 
 olsun. (4.20) eşitsizliğinden  
 
 
      
                  
                 
                 
                 
 





 ve  olduğundan  olur. 
Buradan her  için 
m
c




),( olur. m için 0
m
c
 ve  konisi kapalı olduğundan 
KTuud ),(  dır. KTuu ),( olduğundan 0),( Tuud  dır. Buradan uTu
bulunur. Yani  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Tanım 4.2.13. bir konik metrik uzay olsun. Her  için  tanımlı 






                                                                                                   (4.21) 
 
eşitsizliği bazı  için sağlansın. Bu durumda bu daralma dönüşümüne 
Quasi daralma (Quasi-contraction)  dönüşümü denir. 
 
Teorem 4.2.14.  normal olmayan koniye sahip bir tam konik metrik uzay, 
e dönüşümü Tanım 4.2.13. de verilen şartı sağlayan Quasi daralma 
dönüşümü olsun. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir.  
 
İspat:  noktası  uzayında alınan keyfi bir nokta olsun.  dönüşümünün sabit 
noktaya sahip olduğunu gösterebilmek için önce  dönüşüm dizisinin Cauchy 











                                          (4.22) 
 





























                            
                      
 
elde edilir.  Üçgen eşitsizliğinden  ler için 
 
 




























olduğundan her  için  olur. Bu nedenle  dönüşüm 
dizisi  tam konik metrik uzayında Cauchy dizisidir,  uzayı tam 
olduğundan  vardır öyle ki  için  dir. 
 
Şimdi  noktasının  dönüşümünün sabit noktası olduğunu gösterelim. Üçgen 
eşitsizliği ve (4.21) eşitsizliği kullanılarak 
 
  
              





bulunur. Buradan  ve her  için üç durum söz konusudur.  
 














































a), b) ve c) den her  için  elde edilir. Lemma 3.1.19. da verilen 
(ii) özelliğinden yani  bulunur. 
 
Şimdi bu sabit noktanın tekliğini gösterelim. Kabul edelim ki  dönüşümünün  











              
 






bulunur. Eşitsizlik düzenlenirse  elde edilir.  
olduğundan  dır. Bu nedenle  yani  bulunur. Yani  
dönüşümünün  tam konik metrik uzayında sabit noktası vardır ve tektir. 
 
Teorem 4.2.15.  normal olmayan koniye sahip bir tam konik metrik uzay, 
e dönüşümü Tanım 4.2.13. de verilen şartı sağlayan Quasi daralma 
dönüşümü olsun. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
İspat: Bir dönüşümün  özelliğine sahip olabilmesi için tanımlı olduğu uzayda tek 
sabit noktaya sahip olması gerekir. Teorem 4.2.14. den  dönüşümü  tam 
konik metrik uzayında tek sabit noktaya sahiptir. Şimdi  dönüşümünün  özelliğini, 
yani  eşitliğini sağladığını gösterelim.  iken  
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olur. (a), (b) ve (c) den  
 
 
                                              
                                              
 




olduğundan  için   olur. Lemma 3.1.19. da verilen (i) den 
 
  ve  olduğundan  olur. Lemma 
3.1.19.  (ii) den  bulunur.  
 
 
BÖLÜM 5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 
 
 
Bu tezde; metrik ve konik metrik uzaylarda sabit noktası var olan ve  veya 
özelliğine sahip olan bazı daralma dönüşümleri verildi. Tezin orijinal kısmı olan 
dördüncü bölümünde ise konik metrik uzaylarda ki bazı daralma dönüşümleri için 
sabit noktanın var olduğu, aynı zamanda bu dönüşümlerin  veya  özelliğine sahip 
olduğunu veren teorem ve sonuçlar verilmiştir. Bu son bölüm ise elde edilen bu 
teorem ve sonuçların özetlenmesinden oluşmaktadır.  
 
Teorem 5.1.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  
ve  için  dönüşümü  
 
                                                   
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 
Sonuç 5.2. Teorem 5.1. deki şartları sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 5.3.  bir tam konik metrik uzay,  da normal  koni olsun.  
ve  için  dönüşümü  
 
                                                   
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  uzayında tek sabit noktaya 
sahiptir. 
 




Teorem 5.5.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  
ve  için  dönüşümü  
 
                                                   
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 
Sonuç 5.6. Teorem 5.5. deki şartları sağlayan  ve  dönüşümleri  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 5.7.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.  ve 
 için  dönüşümü  
 
                                                 
  
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  uzayında tek sabit noktaya 
sahiptir. 
 
Sonuç 5.8. Sonuç 5.7. deki şartları sağlayan  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.9.  bir tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun. 
 ve  için  dönüşümü  
 
 
                                                                                 
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir. 
 







Teorem 5.11.  tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun.   
ve  için  dönüşümü  
 
)   
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.12.  tam konik metrik uzay,  da normal koni olsun. ve 




eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.13.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun. 
 ve  için  dönüşümü  
 
   
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.14.  bir tam konik metrik uzay,  da normal bir koni olsun.    
ve için  olduğunu kabul edelim. 
 
 tanımlanan  fonksiyonu monoton artan, sürekli ve 
i)  
ii) için  
iii) ve  için ya  yada  
 






eşitsizliğini sağlarsa  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.15.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümü  
 
     
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 5.16.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
olacak şekilde ve olsun.  kapalı 
yuvarını alalım. Her , k  için  dönüşümü  
 
    
 
eşitsizliğini ve  şartını sağlasın. Bu durumda  dönüşüm  
özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 5.17.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümü  pozitif tamsayıları için  
 
   
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğini sağlar. 
 
Teorem 5.18.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
(0,1/ 2)  ve  için  dönüşüm çifti 
 
                                                                
 




Sonuç 5.19.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
(0,1/ 2)  ve  için  dönüşümleri Teorem 5.18. de verilen 
şartları sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşüm çifti  özelliğini sağlar. 
 
Sonuç 5.20.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 




eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 5.21.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  pozitif tamsayılar olmak üzere  için  
dönüşümü 
 
                                                       
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Teorem 5.22.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşüm çifti 
 
                                                               
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  ve  dönüşümleri  uzayında tek ortak sabit 
noktaya sahiptir. 
 
Sonuç 5.23.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
 ve  için  dönüşümleri Teorem 5.22. de verilen 




Sonuç 5.24.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 




eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Sonuç 5.25.  normal olmayan bir koniye sahip konik tam metrik uzay olsun. 
,  pozitif tamsayılar olmak üzere  için  dönüşümü 
 
                                                     
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Teorem 5.26.  normal olmayan bir koniye sahip tam konik metrik uzay olsun. 
  ve   için  dönüşümü  
 
                                                                  
 
eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda  dönüşümü  özelliğine sahiptir. 
 
Teorem 5.27.  normal olmayan koniye sahip bir tam konik metrik uzay, 
e dönüşümü Tanım 4.2.13. de verilen şartı sağlayan Quasi daralma 
dönüşümü olsun. Bu durumda  dönüşümü  de tek sabit noktaya sahiptir.  
 
Teorem 5.28.  normal olmayan koniye sahip bir tam konik metrik uzay, 
e dönüşümü Tanım 4.2.13. de verilen şartı sağlayan Quasi daralma 
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